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Resumen:

Las relaciones intersectoriales presentes en el Modelo Input-Output han sido objeto de
numerosos andlisis matematicos. En una primera etapa, y debido a su propio
planteamiento como un sistema de ecuaciones lineales, W. Leontief y su escuela,
haciendo uso del dgebralinea y e caculo matricial, consiguieron computar € vector
de producciones totales a partir del vector de demandas finales.

Posteriormente, autores como Kuhn (1956) 6 R Dorfman, P. Samuelson y R. Solow
(1958) emplearon técnicas de programacion lineal en laresolucion del modelo.

Mas tarde, C. Ponsard (1969) y R Lantner(1974), entre otros, profundizaron en el
andlisis estructural del modelo Input-Output, mediante técnicas de grafos, asignandole
un grafo de transferencia.

En las VIII Jornadas de ASEPUMA, nosotras mismas, siguiendo e planteamiento de M.
Mougeot, G. Duru y J. P. Auray (1977), expusimos como ciertas relaciones de
interdependencia definidas entre las ramas de produccién inducian unas estructuras
pretopl 6gicas que permitian determinar su propension a comprar o vender a resto.
Anaizados en profundidad estos dos Ultimos métodos de andlisis, descubrimos grandes
analogias en ambos planteamientos en sus aportaciones a estudio de las relaciones de

interdependencia en el modelo, y que ahora tratamos de exponer brevemente.
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1.-INTRODUCCION.

La economia interindustrial se ocupa del andlisis de la interdependencia de las
unidades de produccion y consumo en una economia moderna®. En particular, estudia las
interrelaciones que existen entre los productores en su doble caracter de compradores de
sus producciones mutuas, como consumidores de recursos y como vendedores a los
consumidores finales.

Gracias a los actudes adelantos tedricos, junto a las enormes facilidades del
cdculo mecanico debido a los actuades y modernos ordenadores y a las cada dia mas
extensas y pefectas disponibilidades estadisticas, han surgido nuevos modelos
interindustriales. En este sentido, € Andlisis Input-Output del profesor W. Leontief, ha
demostrado ser, alo largo del tiempo, uno de los instrumentos mas capaces de describir y
andizar la estructura de produccién de un entorno econdmico determinado.

Enumerar y dar alguna informacion de las diferentes técnicas que aplicadas a dicho
modelo, permiten un andisis de las relaciones de interdependencias seria una tarea muy
laboriosa, sobre todo teniendo en cuenta que es un modelo de amplia difusion. Sin
embargo, en la blusqueda de algunas de estas técnicas, si que nos fijamos concretamente en
dos: una porque consideramos que permitia representar € conjunto de ramas de
produccion y las transacciones de compra y de venta entre dlas de una forma muy
intuitiva, que podemos adelantar que esta basada en la teoria de grafos; y otra, porque
utilizando unas estructuras mateméticas sencillas, llamadas espacios pretopol 6gicos,
ofrecian la posibilidad de establecer una jerarquizacion de las ramas, una vez que se ha
predeterminado una ciertarelacion binaria entre ellas.

Pero es que ademés, a investigar las aportaciones de ambos enfoques a estudio de
las relaciones de interdependencia en e modelo, nos dimos cuenta de que, aunque desde
un punto de vista tedrico o de fundamentos eran distintas, guardaban grandes similitudes a
la hora de tratar |os diferentes aspectos que eran objeto de nuestro andlisis. Y este hecho
era consecuencia de que en ambas dternativas era fundamenta la posibilidad de andlizar la
interdependencia entre las ramas definiendo unas ciertas relaciones binarias — influencia y

dominancia- , que en su momento serén incorporadas a este trabagjo.
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2.-FORMULACION MATEMATICA DEL MODELO INPUT-OUTPUT. LA
RELACION DE INFLUENCIA.

Debido a su gran difusion, es bien sabido que este modelo supone una economia
como un sistema de n ramas productoras todas y cada una de dlas de un solo bien. La
produccion total delaramai, i =1, 2, ....., n, representada por X;, es utilizada en parte por
otras ramas, incluida ella misma, como consumos intermedios, representados por Xij,
i,) =1 2, ..., n; y en parte como demandas finales, que escribimoscomo Yi, 1 =1, 2, ..., n.

Introduciendo una hipétesis bésica y fundamental de proporcionadidad, segin la
cua los insumos que cada rama j toma de otra rama i, son proporcionaes a la produccion
total dej, € modelo admite la siguiente formulacion matricid:

X=(1-A)tY
que corresponde d modelo de demanda 6 modelo vertical donde A es la matriz de

coeficientestécnicos e (1 — A ) recibe € nombre de matriz de Leontief.

También supone que la produccion total de cadaramai esigua ala sumade los
insumos comprados d resto de ramas 'y a si misma, mas los insumos primarios de dicha
ramay que representamos por Vi. Esta hipétesis origina una nueva formulacion matricial
que escribimos como sigue:

Xt=Vt(1-D)*
que corresponde a modelo de oferta 6 modelo horizontal y D es la matriz de coeficientes

de distribucion.

Es evidente que bgo este planteamiento, las ramas de produccion aparecen
relacionadas mUtuamente. Esta interrelacion se basa en la existencia, en mayor o menor
cuantia, de transacciones de compra y venta que unen directa y/o indirectamente a cada
rama con € resto. Para modelizar todos estos flujos de bienes 'y servicios recogidos en una
Taba de Entrada-Salida (TES) y poder dar una interpretacion més completa acerca del
grado de integracion de una rama en toda la estructura de produccién, introducimos una
relacion llamadar elacion deinfluencia

Asi, en generd, decimos? que la rama productiva i influye a la rama productiva j
S una variacién en la produccién total de la rama i genera una variacion en la

produccion de laramaj.
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Esta definicion puede hacerse en términos absolutos o reativos a la
produccion total de cada rama, y en términos directos o globales segin se tengan en
cuenta los flujos de compra y venta directas o globales; si bien nos centraremos solo en
términos relativos puesto que las variaciones relativas suelen ser a menudo més Utiles
que las absolutas.

Por tanto, lainfluencia directarelativadelaramai sobrelaramaj, denotada
por iiD®j , s @ incremento relativo en la produccién de la rama j cuando se produce un

aumento relativo de la produccion de laramai, es decir,
DX, I X,

Se puede demostrar® quelaramai influye dir ectamente en términosrelativos
alaramaj,y escribimosi i°j, s d;i * 0, donde dj representa el i,j-esimo coeficiente de
distribucion; es decir, s laramai compra directamente alaramaj.

Por el propio desarrollo de la matriz P como suma de potencias

P=(Dy'=1+D+D*+D*+.....
ocurre que s se tienen en cuenta las transacciones directas e indirectas, podemos

afirmar quelaramai influye globalmente en términosrelativosalaramaj,i i®j si

pji* 0; siendo pjj € i,j-esimo coeficiente de lamatriz P .
3.-GRAFO DE INFLUENCIA ASOCIADO AL MODELO INPUT-OUTPUT.

Un grafo” es un par G=(X,f) compuesto por

1.-Un conjunto X finito de puntos llamados vértices, nudos o polos.

2.-Unacorrespondenciaf: X ------ > X.

El par (x,%) con x1 f(x) sellamaarco. Un bucle es un arco de la forma
(%i,%). Estos conceptos proporcionan una nueva definicion de grafo, a quedar
completamente determinado Si se conocen sus polos 'y arcos; es decir, un grafo G es un
par G=(X,U) donde U es el conjunto finito de arcos entre sus elementos.

Precisamente estos arcos se corresponden con los pares ordenados de la relacion
binaria A que se puede establecer entre los elementos de un conjunto donde previamente
se he definido un grafo. Y reciprocamente, s tenemos un conjunto X y una relacion

binaria definida entre sus elementos siempre es posible construir un grafo G = (X,U)



Garcia Pérezy Amo Saus Modelo | - O: grafos frente a pretopologias

donde los arcos de U son exactamente los pares ordenados del producto X X. Es
decir:

"X, 1 X xAx 0O xlf(x)

Un grafo valuado es un grafo G=(X,U) en & que cada arco esta provisto de un
valor. Los arcos de un grafo valuado pueden venir valorados de muy distintas maneras.
En particular, nos centramos en grafos donde sus arcos estén vaorados mediante los
coeficientes de un sistema de ecuaciones.

Adi, un grafo de transferencia es una tena G=(X,f,h) donde los vértices
xl X i =1, 2,....., nrepresentan las n variables de un sislema de ecuaciones algebréicas, f
viene determinada a través de las relaciones entre las variables y h es una aplicacion
definida como sigue:

h{ (6x)T X X/ () =% } wmmeeeees >R
con h(x;,x) = hi. Estaaplicacion h representa la valoracion de los arcos. Se trata, por tanto,
de un grafo valuado asociado a un sistema de ecuaciones algebraicas y cuyos arcos estan
valorados con |os pardmetros de esas ecuaciones.

La correspondencia entre grafo y ecuacion sigue una norma bésica: toda variable
independiente et representada por € vértice inicial de un arco cuyo vétice final
representa la variable dependiente, y dicho arco viene valuado por € coeficiente de la
variable independiente.

De esta forma, a la estructura de intercambios de una TES se le pueden asociar
diferentes grafos segun la relacion binaria entre las ramas. Sea E e conjunto de ramas
de produccion de una economia, distinguimos, pues

1.-El grafo de influencia relativa directa G; = (E, f1, Hi) donde la relacion

binaria que subyace es R, =i® y tal que la vaoracion de los arcos viene dada por
laaplicacion Hy; como sigue:
Hi(ij)=di " ijl E
Asi, larepresentacion grafica sera como sigue:
. di .
PR A A ACE /AL 7
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2.-El grafo de influencia relativa global G, = (E, f;, Hz) donde la relacién ue
subyace es, como su nombre indica, R = i° y ta que la valoracién de los arcos
viene dada por la aplicacion H, como sigue:
Hz (ij)=p; " ij1 E
Graficamente, quedara como sigue:
i Pii :
YV Ya® YaYaYaYa -

4.-PRETOPOL OGIA INDUCIDA POR LA RELACION DE INFLUENCIA.

Sean E un conjunto y una aplicacion a: A (E) -------- >A (E). Decimos que € par
(E,a) esun espacio pretopol 6gico o pretopologia® s se cumple que:

l-a(/)=£

2.-" Al E ocurreque AT a(A)

A laagplicacion a se le llama aplicacion adher encia 0 smplemente adherencia y se

dice que a induce una pretopologia sobre E. Ademés, " Al E d conjunto a(A) se le llama

adherenciade A, denotado también por A .

En Garcia Pérez (1999, capitulo 3) puede verse cdmo una relacion binaria
definida entre los elementos de un conjunto cualquiera, induce una estructura
pretopoldgica en dicho conjunto. Ahora vamos brevemente a exponer como la relacion
concreta de influencia de Lantner puede inducir dos pretopologias en € conjunto de
ramas de produccion de una economia.

El siguiente desarrollo puede hacerse con cuaquiera de las relaciones de influencia.
Aqui lo haremos con la relacion de influencia directa

Sea E e conjunto de ramas de una economiay sea il E, consideramos el conjunto
sguiente

Bi‘D:{jTE /| ii°JYE{i}={ TE/ di*0 }E{i}
que representa para la rama i, € conjunto de ramas j de E que venden directamente a la

ramai, junto con lapropiaramai .
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Laaplicacion adherencia® a , " estd que
"il E ao O\={jl E /il BiiD YE{i}={JTE/ dj*0 }E{i}
En estas condiciones, para unarama i, la adherencia es e conjunto de ramas j de E
que compran directamente ai; junto con lapropiai. Y para cuaquier conjunto A de ramas,

se puede comprobar que la adherencia de A es € conjunto de ramas j que compran

directamente a menos, aunaramai perteneciente al conjunto A, junto con las ramas de A.

Ahora dada unaramail E, consideramos e conjunto siguiente:
B/ ={jTE / jiPi}E{i}={ E/ dj+0 }E{i}
que representa e conjunto de ramas j de E que compran directamente a la rama i; junto
con la propiaramai.

Por razonamientos andogos ocurre que (E, & ,) es la pretopologia de los

ascendientes inducida por la relacién de influencia directa y ahora va a permitir detectar

el grado de integracion de una rama por su mayor o menor capacidad de vender al resto.
5.-ANALISISCOMPARATIVO DE AMBOSPLANTEAMIENTOS TEORICOS.

En los apartados anteriores hemos desarrollado muy brevemente y por separado,
como dos conceptos matematicos diferentes —grafos 'y pretopologias- permiten abordar
el andlisis de las relaciones de interdependencia en la estructura de produccion de una
economia. Hacemos ahora un estudio simultaneo que muestra como las diferentes
etapas de tal andlisis pueden ser acometidas bajo uno y otro marco tedrico. Para ello
queremos adelantar que, en su momento, tendremos que ir introduciendo nuevos

conceptos necesarios para alcanzar este objetivo.

Las relaciones directas son analizadas en términos de grafos a través de los
semigrados exterior e interior®, que representan para unaramai, el n° de ramas a las que
compray vende directamente i, respectivamente.

Y a su vez coinciden con e cardina de la adherencia de una rama i en los
espacios pretopol gicos de ascendientes y de descendientes, respectivamente inducidos

por larelacion de influencia directa
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Un camino entre dos polos es una sucesion de arcos y la distancia entre dos
vértices es la longitud del camino mas corto que los une. Entonces, las matrices de
caminos y de distancias asociadas a grafo de influencia permiten detectar 1os senderos
por donde se transmite la influencia, a la vez que se cuantifican su importancia
econdmica gracias a la valoracion de sus arcos.

Las relaciones indirectas son analizadas en €l contexto pretopol égico calculando
la adherencia de la adherencia de la adherencia sucesivamente de una rama i, teniendo
en cuenta que ahora no se hace elemento a e emento sino con conjuntos de ramas.

L as relaciones estrictas solo pueden ser abordadas en términos de grafos, a partir
del estudio de componentes fuertemente conexas, formadas por aquellas ramas
mutuamente influidas. Y con el grafo reducido obtenido al considerar cada una de esas
componentes como una sola rama y analizando las relaciones de causalidad entre ramas
gue no pertenecen a la misma componente.

Un circuito es un camino que empieza y termina en e mismo vértice. Cada uno
de dlos forma una subestructura interdependiente y su andlisis ayuda a conocer los
senderos de transmision circular de influencia.

El andlisis de estructuras interdependientes es abordado en términos de grafos
mediante la investigacion de circuitos , que son caminos con igual extremo inicia y
final; con indices de separacion y centralidad que permiten estudiar |a tendencia de una
rama a comprar y/o vender al resto por la posicién que ocupan en toda la estructura de
produccién y através del grado de cohesion de una rama, que es € n° de veces en que
ésta es paso obligado de una transaccién de compray venta.

Finalmente, una y otra metodologia ofrece la posibilidad de analizar estructuras
interdependientes definiendo una nueva relacion binaria, Ilamada dominancia, de forma
que en generd, unaramai dominaaunaramaj s lainfluenciade i sobrej es mayor que
lade]j sobrei.

Como existen diferentes definiciones de la relacion de influencia, en términos
absolutos o relativos y directos o globales, existen otras tantas definiciones de relacion
de dominancia. Asi, en términos econdmicos, podemos decir que la rama i domina
directamente alaramaj s la cantidad de producto que larama i compra directamente a

la rama j representa una mayor proporcién en la produccion total de la rama j, que €
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porcentaje que representa la cantidad de producto que la ramai vende directamente
alaramaj, en la produccién total dei.

Consecuentermente, podemos hablar de grafos de dominancia, segun la relacion
binaria utilizada; aunque no son grafos valuados, sino grafos orientados o digrafos de
forma que & extremo inicia indica la rama dominante y e extremo final, la rama
dominada. Considerando los semigrados exterior e interior de cada rama, podemos
saber |la tendencia de cada rama a comprar o vender a resto, en € caso de influencias
reciprocas.

Paralelamente, cualquiera de las relaciones de dominancia, induce las
pretopologias de descendientes y de ascendientes y asi, ocurre que estos semigrados
coinciden de nuevo, para cada rama, con los cardinales de las adherencias en ambas
estructuras.

Finalmente, conviene subrayar que cuando construimos cualquier grafo de
influencia de Lanter o cualquiera de las pretopologias inducidas, hasta ahora hemos
considerado todas las transacciones iguales, independientemente de su valor y de
porcentaje que representan en el total de sus respectivas producciones.

Pero s queremos describir la estructura de produccion diferenciando o
fundamental de lo accesorio, necesitamos elegir un criterio que nos asegure la “calidad”
de estas transacciones. Y en este sentido, hacemos una breve incursién en lo que se
conoce como Andlisis Cualitativo I nput-Output.

En términos cualitativos se dice que en general unaramai influye aunaramaj s
hi® s donde s es un valor que se llama filtro y H=(h;j), es cualquier matriz del modelo
I nput-Output.

En este sentido, introducimos una nueva relacion binaria de influencia al
umbral s, de forma que se dice que unaramai influye a umbral saunaramaj s y solo
S una variacion unitaria en la produccion de la rama i provoca una variacion en la
produccion de laramaj igual 6 superior a s%’.

Entonces, se puede construir el grafo de influencia directa al umbral s tal que
existe el arco (j,j)) S y solos d;®s. Y edta relacion de influencia a umbral s induce la
pretopologia de los descendientes donde la adherencia de una rama i esté formada por

aquellas ramas tales que le compran directamente a la rama i en cantidades que
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representan en su produccion total un porcentge igual 6 superior a s%.
Andogamente con |la pretopol ogia de ascendientes.

Como conclusién presentamos € siguiente cuadro que resume todo los
razonamientos hechos hasta ahora:

GRAFOS PRETOPOLOGIAS
Relaciones dir ectas
dii)y = n° de ramas que venden ai = card (&, (i))
dagi = n°deramasquecompranai =  card (a, (i))

Relacionesindir ectas

Matriz de caminos a(a()), a(a@(i))), etc
Matriz de distancias

Relacionesestrictas
Componentes fuertemente conexas:

estudio del grafo reducido

Andlisisde estructur asinter dependientes

Circuitos geodésicos
Centralidad y anticentralidad
Grado de cohesién de unarama®

Relaciédn de dominancia Idem

idominaaj U

Andalisis Cualitativo | nput-Output

i influye directamenteaja umbra s (i°) U di 3 s

Grafo deinfluenciadirectaa umbra s Espacios pretopol 6gicos

(E’ ai? ) y (E’ alisD )

10
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